Zur Theorie der Gleichgewichtsphasendiagramme
kondensierter Vielstoffsysteme. III.
Systeme mit kongruent schmelzenden chemischen Verbindungen
(2. Teil)

M. MALINOVSKY

Institut fiir anorganische Technologie an der Slowakischen Technischen Hochschule,
Bratislava 1

Eingegangen am 11. Dezember 1968

Zur Durchfithrung der topologischen Analyse der Gleichgewichtsphasen-
diagramme fir Systeme mit kongruent schmelzenden Verbindungen und
stabilen Diagonalen wurde sowohl die Methode der charakteristischen Dreiecke
als auch die direkte Methode angewandt. Die Moglichkeit, sog. fiktive Koeffi-
zienten des charakteristischen Dreiecks zur Bestimmung der Anzahl der
Strukturkomponenten zu verwenden, wurde besprochen. Durch Verallge-
meinerung wurden Beziehungen erhalten, die zur Bestimmung der Anzahl
der Strukturkomponenten der einzelnen Ordnungen, ferner ihrer Summe
und der Gesamtzahl der elementaren Kristallisationsrdume in Systemen
mit beliebiger Anzahl kongruent schmelzender Verbindungen beliebiger
Multiplizitét dienen. ,

The topological analysis of equilibrium phase diagrams for systems with
congruently melting compounds and stable diagonals has been made using
the method of ,,characteristic triangles“ as well as the ,,direct method*.
The possibility has been shown to apply the so-called fictive coefficients of the
characteristic triangle for the determination of the number of structure
components. By generalization relations have been established by means of
which it is possible to determine the number of structure components for
each order, their sum and the total number of elementary crystallization
spaces for systems with arbitrary number of congruently melting compounds
of arbitrary multiplicity.

Systeme mit einer terndren chemischen Verbindung mit kongruentem Schmelzpunkt

In den vorausgehenden Arbeiten [1, 2] wurden Formeln zur Bestimmung der An-
zahl der Strukturkomponenten und der elementaren Kristallisationsrdume fiir
Systeme mit einfachem Eutektikum und Systeme mit einer kongruent schmelzenden
Verbindung abgeleitet. Appliziert man den beschriebenen Vorgang auf ternire
Systeme mit einer Dreistoffverbindung (Abb. 1), erhdlt man fiir die Zahl der Struk-
turkomponenten der einzelnen Ordnungen die Beziehungen

ZY —4; 7% = 6; Z3 = 3.

Analog gilt fiir die Strukturkomponenten eines quaterniren Systems des gege-
benen Typs (Abb. 2):

ZY=4; 723 =10; Z} =9; Z} = 3.
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Abb. 1. Konzentrationsdreieck des ternaren Systems ABC, mit der chemischen Dreistoft-

verbindung M, mit stabilen Diagonalen und der Projektion der monovarianten Gleich-
gewichtslinien.
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Abb. 2. Konzentrationstetraeder des queternaren Systems ABCD, mit der chemischen
Dreistoffverbindung M und mit stabilen Teilungsflichen.
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Aus den beiden Zahlenkomplexen Z wird das charakteristische Dreieck zu-
sammengestellt (Tabelle 1).

Tabelle 1

Charakteristisches Dreieck zur Bestimmung der Zahl der Strukturkomponenten
in Systemen mit einer kongruent schmelzenden ternéren chemischen Verbindung

Ordnung der Strukturkomponenten

k e
1 2 3 4 9 4

3 4 6 3 — — B

4 5 10 9 3 e o

5 6 15 19 12 3 By

6 7 21 34 31 15 3

Bilden wir die Differenz der Zahlenkoeffizienten K dieser Tabelle und der ent-
sprechenden Kombinationszahlen Ci aus dem Pascalschen Dreieck (fiir den gleichen
k-Wert), erhalten wir ein charakteristisches Dreieck, typisch fiir Systeme, die eine
bindre Verbindung mit kongruentem Schmelzpunkt enthalten. Es gilt daher

Zi=CL+ CiZ) + Ci73, (1)

wobei ¢ = Komponentenordnung, bzw. Kombinationsklasse,
k == Zahl der Komponenten im System, bzw. Zahl der Kombinationselemente.

Zur Berechnung der Summe der Strukturkomponenten aller Ordnungen erhalten
wir durch Summierung von (I) die Beziehung

k
SZi= (2" — 1) 4 2k p 2k o 7.2k (2
1
oder
ko
SZi =2kt — 2k 2 . (3)
1

Die Formeln (2) und (3) konnten wir auch mit Hilfe der Zahlen erhalten, die
die Anzahl der nichtrealen Strukturkomponenten im System ausdriicken. Es handelt
sich hier um den gleichen Vorgang, wie er in [2] beschrieben wurde.

Fiir die Zahl der elementaren Kristallisationsrdume gilt die Beziehung

E, =2 (k). (4)
Den Wert Z} berechnen wir aus der Beziehung (1), in welcher wir i mit k ersetzen:
Zk =0k + Okzl 4 CFZ2 = 3. (5)

Fir die Summe der elementaren Kristallisationsrdume erhalten wir also
E, =3 (k!). (6)

Das ermittelte Resultat ist in Ubereinstimmung mit der Tatsache, daB ein
ZC-Komponentensystem des gegebenen Typs durch drei stabile Teilungsfiguren
in drei k-Komponentensysteme mit einfachem Eutektikum geteilt werden kann.
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Systeme mit einer chemischen Verbindung der r-ten Multiplizitct*

Durch Verallgemeinerung unserer obigen Erwdgungen fiir Systeme, die eine
kongruent schmelzende chemische Verbindung M mit der Multiplizitdt » enthalten,
erhalten wir

Zi=Ci+ Ci2h + ...+ Oz (7)
oder
. T_l .
Zh= ¥ CLL.
n=0

Fir die Summe aller Strukturkomponenten gilt:

ko kor—1
2z = 3 07 ®)
1 i—1n=0
Die Anzahl der elementaren Kristallisationsraume ist gleich
By, = Zf - (k). 9
Den Ausdruck Z§ bestimmen wir durch Einsetzen von ¢ = k in die.Gleichung (7):
ZEk=Ci+ Cf 1+ ...+ CiT0 =7 (10)
oder
E, =1 (k). (11)

Fir konkrete Berechnungen muB} die Gleichung (8) explicite ausgedriickt werden.
Hiezu wird mit Vorteil der ,,direkte Weg‘‘ [3] angewandt, wobei wir von der Beziehung

Zi, = Cj.y — N, (12)

ausgehen. Der Sinn der Kombinationszahl Cj., ist offensichtlich. Einen Ausdruck
fiir N finden wir durch folgende Erwigung:

Das einfachste System, das eine Verbindung der r-ten Multiplizitdt enthailt,
ist ein r-Komponentensystem. Daher ist die einfachste nichtreale Strukturkompo-
nente eine Komponente der r-ten Ordnung und die Zahl N} ist gleich der Kom-
binationszahl aus (k + 1 — r)-Elementen; die Kombinationsklasse ist Null bis
(k — ), denn durch Hinzuzédhlen der einfachsten nichtrealen Kombination fester
Phasen kann maximal ein k-Phasen-Gebilde enstehen. Es gilt daher, daB

Nt =Cizt_,, (13)
wobei der i-Wert sich im Intervall [r; k] bewegt.

Dann erhalten wir fiir die Summe der nichtrealen Strukturkomponenten aus dem

Ausdruck (13):
k
SN = 2¥1-r 1, (14)

i—r

Durch Einsetzen in (12) erhalten wir:

* Als Multiplizitit einer chemischen Verbindung bezeichnen wir die Anzahl der Grund-
komponenten, aus denen diese Verbindung besteht.
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SZio= 2FF1mr o — 1) — 1. (15)
1
Zur Bestimmung von E,, muf} Z§ bekannt sein; ersetzen wir in der Bemehung (12) —
durch Anwendung der Glelchung (I13) — @ mit k, erhalten wir in Ubereinstimmung
mit der ermittelten Beziehung (10):

Zy =0ty — O, =1, (16)
schlieBlich also

E, =r- (k). ()

Systeme mit beliebiger Anzahl bindrer chemischer Verbindungen

Akzeptieren wir den Standpunkt, dal die Methode der ,charakteristischen
Dreiecke** fiir jeden Fall dieser Systemart anwendbar ist; dann geniigt es die Anzahl
der Strukturkomponenten der einzelnen Ordnungen des bindren Systems — das
der einfachste Repriasentant dieser Systeme ist — zu bestimmen.

Wenn in einem solchen System a chemische Verbindungen vorhanden sind,
so gilt:

Zé=2+a; Z%:l-{—a.

Aus diesen Angaben kann die Zahlentabelle (Tabelle 2) zusammengestellt werden.

Tabelle 2

Charakteristisches Dreieck zur Bestimrﬁung der Zahl der Strukturkomponenten
in Systemen mit einer beliebigen Anzahl binédrer chemischen Verbindungen

Ordnung der Strukturkomponenten

1 2 3 4 3 6
2 2+ a l4+a — — — —
3 3+ a 3+ 2a 14+ a —_ — —
4 44+ a 6 + 3a 4 + 3a 1+ a —- —
5 5+ a 10 + 4a 10 + 6a 3 + 4a 14+ a —
6 6+ a 15 + 5a 20 + 10a 15 4+ 10c 6 + 5a 1+«

Aus den Koeffizienten dieses kombinierten charakteristischen Dreiecks konnen
zwei gewohnliche Dreiecke erhalten werden; das eine aus den einfachen Zahlen,
das andere aus den Zahlen, die ¢ enthalten. Das erste ist das gewohnliche Pascalsche
Dreieck, das zweite ist ebenfalls ein Pascal-Dreieck, das um je eine Einheit in horizon-
taler und vertikaler Richtung verschoben wurde, wobei alle seine Glieder mit der
Zahl ¢ multipliziert wurden. Daher erhalten wir:

Zi = 0L +a-Ci7Y, (18)

Zhe=2¥— 1 g F L= @ q)-2FT = L. (19)

=\ =

Zur Bestimmung der Anzahl de: elementaren Kristallisationsrdume mufl Z¥ be-
kannt sein:
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ZE=Ck+a-Ci7l =1+ a; (20)
dann ist die Zahl der Kristallisationsrdume gleich dem Ausdruck

E,=2ZF- (k)= (1 +a)- (k). (21

Methode der fiktiven Koeffizienten

Bei Anwendung der Methode der charakteristischen Dreiecke auf Félle, in wel-
chen es sich um Verbindungen mit einer héheren Multiplizitat » handelt, ist es manch-
mal schwierig alle Koeffizienten des charakteristischen Dreiecks fiir ein gegebenes k&
zu bestimmen. Wirksam kann da eine Rechnungsmethode helfen, bei der mit
Koeffizientwerten operiert wird, fiir welche die Beziehung k < r gilt, d. h., sie
driicken die Zahl der real nichtexistierenden Strukturkomponenten des gegebenen
Systemtyps aus. Diese Koeffizienten bezeichnen wir als fiktiv. Die Anwendung
dieser Art der Berechnung soll an einem konkreten Beispiel erliutert werden:

Nehmen wir ein k-Komponentensystem, in dem fiinf quaternire chemische
Verbindungen vorkommen (also ihre Multiplizitdt » = 4). Die Zahl der Struktur-
komponenten der einzelnen Ordnungen dieses Systemtyps soll bestimmt werden.

Das einfachste real existierende System ist ein 4-Komponentensystem, da gelten
muB, daBl min(k) = r. Dann ist offensichtlich die Zahl der Strukturkomponenten
der ersten Ordnung Z} gleich k + 5 = 9, fir die Zahl der Strukturkomponenten
der zweiten Ordnung gilt:

Zi =8+ 7T+ 6+ 1+ 4= 26;
fur die Zahl der Strukturkomponenten der vierten Ordnung finden wir die Be-
ziehung
Zi=1+5-3=16.
Bleibt noch der Koeffizient Z? zu bestimmen. Die bekannten Koeffizienten Z},

Z3, Z} werden in das charakteristische Dreieck eingetragen (Tabelle 3) und durch
Anwendung der Beziehung

K + Ki'! = KiT1

Tabelle 3

Charakteristisches Dreieck zur Bestimmung der Zahl der Strukturkomponenten in k-Kom-

ponentensystemen, die fiinf Verbindungen der vierten Multiplizitdt enthalten. Die fiktiven

Koeffizienten, die durch zuldssige und durch unzulédssige Extrapolation gewonnen
wurden, sind in runden, bzw. eckigen Klammern angefiihrt

Ordnung der Strukturkomponenten

k

1 2 3 ¥ 5
2 [7] [16] = = —
3 (8) (18) (16 — —
4 9 26 34 16 -
5 10 35 60 40 16
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wird die ,,Extrapolation‘‘ im Bereich_k = 3 durchgefithrt. Da nun bekannt ist,
daB die Folge der einzelnen Werte Zi~%°"" im Hinblick auf k aufgestellt, eine
arithmetische Reihe i-ten Grades bildet, so gilt:

Zy =7z —1=8.

Weiter gilt, daB Z% = konst. = 16.
Damit haben wir schon zwei fiktive Koeffizienten des gegebenen charakteristi-
schen Dreiecks fir £ = 3. Den letzten bestimmen wir aus der Beziehung

Zy + 7§ = 73,

woraus nach Einsetzen der Werte folgt, daBl Z; = 18.

Wir kennen demnach alle fiktiven Koeffizienten (in Tabelle 3 sind die entspre-
chenden Werte in runden Klammern angefiihrt) und das gesuchte Z} kann leicht
hestimmt werden:

Z} =75 + Z3 = 18 + 16 = 34.

Jetzt sind also alle Koeffizienten Z (: = 1—4) bekannt und Z} kann fiir beliebige
Werte von k£ und ¢ bestimmt werden.

Bei Fortsetzung der Extrapolation um einen weiteren Grad, also bis £ = 2, finden
wir, daB die Relation

K+ K" = Kit!

aufgehort hat allgemein giiltig zu sein (K} + K3 # K3); diese Extrapolation ist
daher nicht mehr zuldssig (die entsprechenden Koeffizienten in Tabelle 3 sind in
eckigen Klammern angefiihrt).

Systeme mat Verbindungen derselben r-ten Multiplizitit

Werden die obigen Erwdgungen allgemein auf Systeme erweitert, die ¢ chemische
Verbindungen enthalten, wobei die Multiplizitit jeder von ihnen gleich » ist, er-
halten wir:

r—1
Zi.=Ci+a SC. 0, (22)
" n=1
SZi =2k 4 q(2F — 2k -y 1, (23)
1
E,=2ZF . (k) =[14 (¢ — 1)-a]- (k). (24)

Systeme mit Verbindungen ungleicher Multiplizitat

Sind im k-Komponentensystem a, binire, a, ternére, ... @, Verbindungen der r-ten
Multiplizitdt (r nicht konstant) vorhanden, dann gilt:

"
Zi = Ci+ 3a,- Ciy + 3a, - Ciy + o + - CLY, (25)
n=: n=3
r ; ,
i . o < e
>z =24 Sa,- 261 4 Sa, - 2872 4 Log 280D 1, (26)
i=1 2 3
r r
E. =1+ Ja, + Ja, + + a,) - (k). (27)
3 3
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